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Əуелбеков Ө. Ə., Құлжабекова Б. С., Тоқтарова А. Б.

Трехмерное компьютерное графические моделирование как средство развития художественно-

творческой активности будущих дизайнеров
Трехмерное моделирование способствует обогащению эмоционального и практического опыта, 

ведет к накоплению профессиональных навыков и умений, развивает психику, формирует интеллект, 

способствует воспитанию эстетических потребностей, развитию природных задатков. При использовании 

компьютерного трехмерного моделирования в образовательном процессе студентов-дизайнеров у них 

развиваются такие способности к дизайнерской деятельности, как пространственное представление и 

воображение, образное мышление, легкость и широта ассоциирования и др.

Ключевые слова: моделирование, дизайнер, решающий фактор, многомерная визуализация, 

координатный метод.

Ayelbekov O., Kulzhabekova B., Toktarova A. 

Three-dimensional computer graphics modeling as means of development of artistic and creative

activity future designers

Summary. Three-dimensional modeling helps enrich the emotional and practical experience, leads to the 

accumulation of skills and knowledge, develops the mind, the intellect creates, promotes education of aesthetic needs,

the development of natural instincts. When using the computer three-dimensional modeling in the educational process 

of students-designers have developed these abilities to design activity as a spatial representation and imagination, 

creative thinking, ease and breadth of the association and others.

Key words:  modeling, the designer, the decisive factor, multivariate visualization, coordinate method.

УДК 512.56, 512.57 

С.М. Луцак
(Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева

Астана, Республика Казахстан) 

СЛОЖНОСТЬ РЕШЕТОК КВАЗИМНОГООБРАЗИЙ ДЛЯ КЛАССОВ ТОЧЕЧНЫХ 
АБЕЛЕВЫХ ГРУПП

Аннотация. Вопрос о том, что считать сложностью решеток квазимногообразий, и какие решетки 

квазимногообразий являются сложными согласно той или иной мере сложности, а какие - нет, изучался 

многими авторами.В работе рассмотрены две меры сложности решеток квазимногообразий. Проведено 

исследование сложности строения решеток квазимногообразий для классов точечных абелевых групп.Изучена 

взамосвязь между двумя мерами сложности решеток квазимногообразий. Два года назад была поставлена 

следующая проблема. Существует ли не Q-универсальный класс, такой что множество всех конечных 

подрешеток его решетки квазимногообразий невычислимо?Автором найдено нетривиальное тождество, 

истинное на решетках квазимногообразий для классов точечных абелевых групп. Доказано, что существует 

континуум классов точечных абелевых групп, таких что множества всех конечных подрешеток их решеток 

квазимногообразий невычислимы, но не являющихся Q-универсальными.

Ключевые слова: квазимногообразие, решетка,решетка квазимногообразий, Q-универсальность, 

невычислимое множество.

Введение
В настоящейработе характеризуется сложностьстроения решеток (относительных) 

квазимногообразий с различных точек зрения,а именно, рассматриваются две меры сложности:Q-

универсальностьи свойствоневычислимости.Понятие Q-универсальности введено М.В. Сапиром в 

работе [1], где им было показано, что квазимногообразие полугрупп является Q-универсальным. 

Согласно М.В. Сапиру, квазимногообразие Q-универсально, если для любого квазимногообразия 

конечной сигнатуры решетка является гомоморфным образом некоторой подрешетки в 

решетке . Сейчас известно очень много различных Q-универсальных квазимногообразий [1–3; 

4, с. 274].Другая мера сложности строения решеток квазимногообразий выражается 

свойствомневычислимости множества всех их конечных подрешеток, т.е. отсутствием алгоритма, 

который по заданной конечной решетке определял бы, вложима эта решетка в рассматриваемую 

решетку квазимногообразий или нет.Примеры таких квазимногообразий были построены в работах 
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[2, 3, 5, 6]. Существование квазимногообразий с указанными выше свойствами указывает на факт 

чрезвычайной сложности строения решеток квазимногообразий. В связи с чем, известная проблема 

Биркгофа-Мальцева [4, с. 291; 7, 8] о нахождении полной структурной характеризации решеток, 

изоморфных решеткам квазимногообразий, выглядит безнадежной. Тем не менее, изучение этой 

проблемы для конкретных классов алгебраических систем представляет несомненный интерес и 

заслуживает внимания. 

Намиисследуется сложность строения решеток (относительных) квазимногообразий для классов 

точечных абелевых групп. Абелевой группой с одной константой (точечной абелевой группой) будем 

называть абелеву группу, в сигнатуру которой добавлен один константный символ. Решетки 

квазимногообразий точечных абелевых групп изучались А.М. Нуракуновым в работе [2], где им было 

доказано, что существует квазимногообразие  точечных абелевых групп, такое что множество всех 

конечных подрешеток решетки квазимногообразий  невычислимо. В этой же работе                            

А.М. Нуракунов доказал Q-универсальность квазимногообразия точечных абелевых групп. 

В работе [5] было доказано, что класс всех систем сигнатуры ϭ является Q-универсальным 

тогда и только тогда, когда он содержит подкласс , такой что множество всех конечных подрешеток 

решетки  невычислимо.Более того, в работе [3]показано, что любое Q-универсальное 

квазимногообразие  систем конечной сигнатуры содержит подкласс , такой что множество всех 

конечных подрешеток решетки  невычислимо.В этой связи возникла следующая проблема 

[3,5]. Cуществует ли класс , не являющийся Q-универсальным, нодля которого, тем не менее, 

множество всех конечных подрешеток решетки  невычислимо? Автором показано, что 

существует континуум классов  точечных абелевых групп, таких что множества всех конечных 

подрешеток решеток квазимногообразий  невычислимы, но, тем не менее, не являющихся Q-

универсальными, см. теоремы 2 и 3.Данный результат имеет место вследствие того, что нами найдено 

нетривиальное тождество, истинное на решетках квазимногообразий для классов точечных абелевых 

групп. 

2. Основные понятия 

Частично упорядоченное множество  называется нижней полурешеткой, если любые два 

элемента имеют точную нижнюю грань  [4, с. 9]. Двойственным образом определяется 

верхняя полурешетка, т.е. частично упорядоченное множество  называется верхней полурешеткой, 

если любые два элемента  имеют точную верхнюю грань  [4, с. 9]. Частично 

упорядоченное множество  называется решеткой, если оно одновременно является верхней и 

нижней полурешеткой [4, с. 10]. Решетка  называется полной, если любое подмножество  

имеет точную верхнюю и точную нижнюю грани [4, с. 11]. Для нижней полурешетки  

обозначим через решетку всех нижних подполурешеток в . Для любых двух 

подполурешеток множество 

 

 
 

является наименьшей нижней подполурешеткой в , содержащей ; т.е. решеточным 

объединением  и  в  [3]. 

Все рассматриаемые классы алгебраических систем являются абстрактными, т.е. замкнутыми 

относительно изоморфизмов [4, с. 6; 9, с. 207]. Обозначим через  класс всех систем сигнатуры ; 

через  класс всех систем из , изоморфных подсистемам систем из  [4, с. 24]. Пусть 

 Тогда класс  называется -квазиэквациональным, если 

 

  

для некоторого множества  квазитождеств сигнатуры  [4, с. 117]. 

Множество всех -квазиэквациональных подклассов, упорядоченное по включению, образует 

полную решетку, которая называется решеткой -квазимногообразий или решеткой 

квазимногообразий для  или просто решеткой относительных квазимногообразий, когда  легко 
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восстанавливается из контекста, и обозначается  [3].Отметим, что понятия здесь не 

определенные, см. в [4, 9]. 

Также нам потребуются следующие утверждения. 

 

Теорема 1 [3, теорема 3.4]. Пусть квазимногообразие  конечной сигнатуры содержит класс 

систем , обладающий свойствами , ,  — произвольная 

конечная нетривиальная нижняя полурешетка для любого . Тогда существует подкласс , 

такой что 

. 

 

Cвойства  алгебраических систем были рассмотрены в работе [3]. 

Пусть 2 обозначает двухэлементную решетку, а запись 

 

 
 

означает, что система  является подпрямым произведением семейства систем , . 

 

Лемма 1[6, лемма 3].Пусть - бесконечное вычислимое множество попарно невложимых 

подпрямо неразложимых конечных решеток, содержащих, по крайней мере, три элемента. Пусть 

- решетка и пусть множество  таково, что 

 

. 

 

Если множество  невычислимо, то множество всех конечных подрешеток решетки  

также невычислимо. 

 

3. Основной результат 

Теорема 2. Существует не Q-универсальный класс точечных абелевых групп, такой что 

множество всех конечных подрешеток решетки квазимногообразий  невычислимо. 

 

Схема доказательства теоремы 2. Сначала, используя теорему 1 и лемму 1, покажем, что 

существует класс точечных абелевых групп такой, что множество всех конечных подрешеток 

решетки  невычислимо. Это означает, что нет алгоритма, который для данной конечной 

решетки определял бы, вложима ли эта решетка в рассматриваемую решетку квазимногообразий 

для класса точечных абелевых групп или нет. Далее, применяядоказанную ниже лемму 2, 

покажем, что этот класс  не является Q-универсальным; поскольку хорошо известно, что Q -

универсальные решетки квазимногообразий не удовлетворяют никакому нетривиальному 

решеточному тождеству [4, с. 273]. 

Доказательство теоремы 2. Пусть множество  невычислимое и - 

класс конечных нижних полурешеток типа "корона", см. рисунок 1. 

 

 
 

Рис. 1.  Конечная нижняя полурешетка типа «корона» 
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Заметим, что в работах [2, 3]было показано, что квазимногообразие всех точечных абелевых 

групп содержит подкласс систем , обладающий свойствами . 

Согласно теореме 1, примененной к классу , существует класс  точечных абелевых 

групп, такой что  

 .

  

Согласно [6, лемма 17], решетка  подпрямо неразложима для любого . Согласно 

[6, лемма 18] решетка  вложима в  тогда и только тогда, когда  (для любых 

). Пусть 

 

 и . 

 

Тогда . Таким образом, решетка такова, что множество всех ее конечных 

подрешеток невычислимо, согласно лемме 1. 

Прежде чем показать, что построенныйкласс точечных абелевых групп не является  

Q-универсальным, докажем лемму 2. Тождество было рассмотрено в работе [10] и имеет вид: 

  

где решеточные термы от переменных , ,…, , ,…, определены следующим образом: 

 

,   

,   

,  , 

 

,  , 

 

, , 

 

, , 

 

,  , 

 

, , 

 

,  . 

 

Тогда :  

  
или  

 .
 

 

Обозначим . Тогда  примет вид: . 

 

Лемма 2. Решетка  для любого множества  удовлетворяет 

нетривиальному тождеству . 
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Доказательство леммы 2. Сначала покажем, что решетка  для любого  

удовлетворяет тождеству . Согласно [10, лемма 5.2], следующие неравенства выполняются в 

каждой решетке ( ): 

 ,  

 

 , 
 

 

Если , то 

,  и , . 

 

Тогдаа . Осталось доказать, что . Все термы 

 

, , , , , ,  

 

интерпретируем как подполурешетки "короны" - соответственно 

 

, , , , , , . 

 

Пусть произвольно взятый элемент  лежит в . Тогда , с одной стороны, лежит в , 

которая является подполурешеткой в , а, с другой стороны, - в . Если элемент  

лежит в , то найдутся элементы  и , такие что . Если 

 или , то 

. 

 

Таким образом,  лежит в , а, следовательно, принадлежит . 

Если пересечение строгое: , , , то из условия  следует, что 

элемент , с одной стороны, лежит в , которая является подполурешеткой в , а, с другой 

стороны, - в . Если элемент  лежит в , то найдутся элементы  и 

, такие что . Если  или , то 

 

. 

 

Тогда, если  и , где  и , то элемент 

 лежит в , а, следовательно, принадлежит . 

Если вновь пересечение строгое: , , , то из условия , 

следует, что элемент , с одной стороны, лежит в , которая является подполурешеткой в , а, с 

другой стороны, - в . Если элемент  лежит в , то найдутся элементы  и 

, такие, что . Если  или , то 

 

. 

 

Тогда, если  и , где , а  и , где 

, , то элемент  лежит в , а, следовательно, 

принадлежит . 

Когда пересечение строгое: , , , получим, что  и 

, где , а  и , где ,  и , где 

 и . Получим цепь 
 

 ( , , ) 
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длины 3, чего не может быть, поскольку в "короне"  длина максимальной цепи равна 2. 

Полученное противоречие завершает доказательство того факта, что  для любого  

удовлетворяет тождеству . Тогда, поскольку тождества мультипликативно устойчивы [9, с. 189], 

решетка  тоже будет удовлетворять . Лемма 2 доказана. 

Теперь мы можем завершить доказательство теоремы 2. Поскольку  

удовлетворяет  согласно лемме 2, то  будет выполняться и на . Q-универсальные решетки 

квазимногообразий не удовлетворяют никакому нетривиальному решеточному тождеству [4, с. 273]; 

вследствие чего, построенныйкласс

ря

точечных абелевых групп не будет Q-универсальным. Теорема 2 
доказана. 
 

Теорема 3. Существует континуум не Q-универсальныхклассов  точечных абелевых групп, 

таких что множества всех конечных подрешеток их решеток квазимногообразий 

групп,

 

невычислимы.  
Доказательство теоремы 3.Утверждение теоремы следует из теоремы 2 и того факта, что число 

невычислимых подмножеств счетного множества континуально. Теорема 3 доказана. 
Вопрос о связи двух свойств решеток квазимногообразий, характеризующих с различных точек 

зрения сложность строения таких решеток изучался в работах [3, 5].Первое из них, 
 Q-универсальность, свидетельствует о максимальной сложности в теоретико-решеточном смысле, а 
второе, свойство невычислимости, говорит об алгоритмической сложности. В работе [3] установлено, 
что для любого известного к настоящему времени Q-универсального квазимногообразия конечной 
сигнатуры можно найти подкласс, обладающий свойством невычислимости. В этой связи была 
поставленапроблема о том, имеется ли связь между ниличием у решеток квазимногообразий 
упомянутых вышесвойств[3, 5].Поэтому естественным представляется вопрос о существовании 
классов, для которых решетки квазимногообразий обладают одним из этих свойств, но не обладают 

другим. Нами найден континуум классов

бр

точечных абелевых групп, таких что множества всех 

конечных подрешеток решеток квазимногообразий  невычислимы, но, тем не менее, не 

являющихся Q-универсальными; т.е. –континуум классов ,для которых решетки квазимногообразий 

согласно одной мере являются сложными, а согласно другой - нет. 
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Луцак С. М. 

Нүктелік Абельдік топтар кластары үшін квазикөпбейне торлардың күрделілігі 
Түйіндеме. Мəселе квазикөпбейне торлардың күрделілігі деп нені санау санау керек, жəне 

квазикөпбейне торлардың қайсысын күрделіліктің сол немесе басқа өлшеміне сəйкес күрделі болып табылады, 
ал қайсылары күрделі емес болып табылатынын көптеген авторлар зерттеген.Жұмыста квазикөпбейне торлар 
күрделілігінің екі өлшемі қарастырылды.Нүктелік Абельдік топтар кластары үшін квазикөпбейне торлар 
құрылысы күрделілігіне зерттеу өткізілді.Квазикөпбейне торлардың күрделілігінің екі өлшемі арасындағы 
байланысы қарастырылды.Осыдан екі жыл бұрынмəселе көтерілді. Q-əмбебап болып табылмайтын, бірақ, 
иррационалды болып табылатын клас бар ма? Нүктелік Абельдік топтар кластары үшін квазикөпбейне 
торларында ақиқат тревиалдық емес ұқсастығы табылды. Квазикөпбейнелік торларының барлық соңғы астыңғы 
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торларының жиынтығы есептелмейтін, бірақ Q-əмбебаптық болып табылмайтын нүктелік Абельдік топтар 

кластарының континуумы бар болғаны анықталды. 

Түйін сөздер: квазикөпбейне,тор,квазикөпбейне тор,Q-əмбебаптық, есептелмейтінжиын. 
 

Lutsak S. М. 

The complexity of quasivariety lattices for the classes of pointed Abelian groups 
Summary. A question, what is the complexity of a quasivariety lattices and which quasivariety lattices are 

complex according to this or that complexity measure and what they are - not, studied by many authors. In this paper we 
consider two complexity measures of the structures of quasivariety lattices. We explore the complexity of the structure 
of quasivariety lattices for the classes of pointed Abelian groups. We study the relationship between the two complexity 
measures of the structures of quasivariety lattices. Two years agothe following problem was posed. Is there a class of 
algebraic structures which has the non-computability property,but which is not Q-universal? We find a non-trivial 
identity holding in quasivariety lattices for the classes of pointed Abelian groups.It is proved that there are continuum 
many classes of pointed Abelian groupssuch that sets of all finite sublattices of their quasivariety lattices are not 
computable,but which are not Q-universal. 

Key words: quasivariety,lattice, quasivariety lattice, Q-universality, non-computable set. 
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ТҮЗУСЫЗЫҚТЫ ҚҰБЫРДЫҢ, АРМAТУРAНЫҢ СЫЙЫМДЫЛЫҒЫН 

 ГЕОМЕТРИЯЛЫҚ ƏДІСПЕН AНЫҚТAУ 
 

     Түйіндеме. Бұл мақалада түзу сызықты құбырдың, армaтурaның сыйымдылығын геометриялық əдіспен 
aнықтaу- мaгистрaльдық мұнaй өнімдeрі құбырлaрының стaндaрттaрымeн жұмыс жасалды. Басты мақсат - ҚР 
СТ 2.268-2012 стaндaртты бaсшылыққa aлa отырып гeомeтриялық əдіспeн мaгистрaльды мұнaй өнімдeрі 
құбырының сыйымдылығын өлшеу болып табылады. 
      Түйін сөздер: құбыр, гeомeтриялық əдіс, сыйымдылық, диaмeтр, компeнсaтор. 

 
Түзусызықты құбырдың сыйымдылығын aнықтaу үшін aлдымeн құбыр aумaғының ішкі диaмeтрі мeн 
қaбырғa қaлыңдығы өлшeп aлынды. Құбыр aумaғының ішкі диaмeтрі  құбыр шeңбeрі ұзындығы  
(1-сурeт) мeн қaбырғa қaлыңдығын өлшeудің нəтижeсі бойыншa aнықтaлды. Құбыр пaрмeтрлeрін 
(шeңбeр ұзындығы) өлшeу кeм дeгeндe 2 рeт жүргізілуі қaжeт. Eкі нəтижeнің aйырмaшылығы əрбір 
өлшeу aмaлынa бeкітілгeн нормaдaн aспaуы қaжeт. Eкі мəннің aйырмaшылығы нормaдaн aсып кeткeн 
жaғдaйдa өлшeуді нормaғa сaй eкі мəн aлғaншa жaлғaстырaмыз. s-ші құбырдың і-ші aумaғының 
шeңбeрінің ұзындығын (Pis) өлшeуіш рулeткaмeн кимaның əрбір шeтінeн кeм дeгeндe 2 рeттeн 
өлшeлінді.  Өлшeуіш рулeткa қaтeлігі ±1мм-ді құрaйды. Aл құбырдың əр шeтіндeгі eкі өлшeу 
aйырмaшылығы 1 мм-дeн aспaуы кeрeк. (Pis)j  өлшeу нəтижeлeрін A-қосымшaсындa бeрілгeн 
формaдaғы протоколғa толтырылды. 

 

 
 

1- сурeт. ММӨҚ aумaғының сызбaсы. 1- мұнaй өнімі құбырының нeгізгі су aсты өткeлі,  
2-мұнaй өнімі құбырының рeзeрвті су aсты өткeлі. 
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